GEOMETRIA PLANA

INTRODUCAO

A Geometria esta apoiada sobre alguns postuladismas, definicbes e teoremas, sendo
que essas definicbes e postulados sdo usados gragmnsirar a validade de cada teorema.
Alguns desses objetos séo aceitos sem demonstiaigié, vocé deve aceitar tais conceitos

porque 0s mesmos parecem funcionar na pratica!

A Geometria permite que facamos uso dos concdiosemtares para construir outros objetos
mais complexos como: pontos especiais, retas espeplanos dos mais variados tipos,

angulos, médias, centros de gravidade de objdtos, e

| - NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS DE GEOMETRIA

[.1- Nogdes primitivas
1. As nocOes geométricas sdo estabelecidas por maiefatecdo. As nocdes primitivas

sdo adotadas sem definicdo. Adotaremos sem dafimocdes de:

PONTO, RETA E PLANO.
2 Notacao de ponto, reta e plano
Osconceitos primitivosda Geometria Euclidiana sao:
1. Reta
2. Ponto
3. Plano
Reta € a figura geométrica constituida por uma linhaegtabelece a menor distancia entre
duas posicdes.
Caracteristicas:
+ areta sO possui uma dimensao, comprimento.
« areta é ilimitada, ndo possui inicio e fim
Ponto é a figura geométrica formada pelo encontro de deias.

Caracteristica:



+ 0 ponto ndo possui dimensdes
Plano é a figura geométrica definida por duas retas@mwentes.
Caracteristicas:

« 0 plano possui duas dimensdes.

« o0 plano é ilimitado

a) Com letras

Ponto - letras maiusculas latinas: A, B, C.
Reta - letras minusculas latinas: a, b, c.
Plano - letras gregas minascuigB;y.

b) Notagbes gréficas

[ Ja]

O ponto P. A reta r. O plano «.

[.2- Proposic¢des primitivas
1 As proposicoes (propriedades, afirmacbes) gedsaétr sGo aceitas mediante
demonstracgoes.
2. Postulado da existéncia
a) Numa reta, bem como fora dela, h4 infinitos pent
b) Num plano ha infinitos pontos.
A expressao "infinitos pontos” tem o significado"tintos pontos quantos quisermos”.
A figura abaixo indica uma reta r e os pontos APBR, S e M, sendo que A, Be P estdoem r
ou aretar passa porA,BeP.
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3. Postulados de determinagéao:
a) da reta.

Dois pontos distintos determinam uma unica (umana sO) reta que passa por eles.

A B r

b) do plano.

Trés pontos ndo colineares determinam um Unicapae passa por eles.

4. Postulado da inclusao.

Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entdo a reta esta contida nesse mesmo plano.

5. Pontos co-planares sdo pontos que pertencemnagsmo plano.
Figura é qualquer conjunto de pontos.
Figura plana € uma figura que tem todos os seus®oam mesmo plano.
A Geometria Plana estuda as figuras planas.

6. Retas concorrentes

Duas retas sdo concorrentes se, e somente s&nalasn Unico ponto em comum.

EXERCICIOS:



1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Por um ponto passam infinitas retas.

b) Por dois pontos distintos passa uma reta.

¢) Uma reta contém dois pontos distintos.

d) Dois pontos distintos determinam uma e umatso re
e) Por trés pontos dados passa uma so reta.

2. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Trés pontos distintos sédo sempre colineares.

b) Trés pontos distintos sdo sempre coplanares.

¢) Quatro pontos todos distintos determinam duas.re

d) Por quatro pontos todos distintos pode passaradmeta.

e) Trés pontos pertencentes a um plano sao sewipreares

3. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A intiste B, entdo existe uma reta a tal que
A€Q e BEQ.

b) Quaisquer que sejam os pontos P e Q e as radas, 1Ise P e distinto de Q, e P e Q
pertencem asretasre s, entdor = s.

c) Qualquer que seja uma reta r, existem dois pgh®B tais que A é distinto de B, contA
reBer.

d) Se A = B, existe uma reta r tal que ACB.

4. Usando quatro pontos todos distintos, sendodeéss colineares, quantas retas podemos

construir?

5. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Duas retas distintas que tem um ponto comuns@dmrrentes.
b) Duas retas concorrentes tem um ponto comum.

c) Se duas retas distintas tem um ponto comumg @& possuem um Unico ponto comum.



CAPITULO Il - SEGMENTO DE RETA

[I.1- Defini¢ao:
Dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto desses dois pontos com o conjunto dos pontos
que estdo entre eles é um segmento de reta.

Assim, dados A e B, A B, a segmento de reta AB (indicado por AB) € o spgue:

X
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AB = A, B, U (X I|X estd entre A e B

[1.2- Semi-reta:
Dados dois pontos distintos A e B, a reunidao donsego de reta AB com o conjunto dos
pontos X tais que B esta entre A e X e a semiABténdicada por AB).

O ponto A é a origem da semi-reta AB:
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A) Congruéncia de segmentos
A congruéncia (simbole) de segmentos € uma nocéo primitiva que satisfaeguintes
postulados:
1) Reflexiva. Todo segmento € congruente a si meslBie AB.
2) Simétrica. Se AB: CD, entdo CG= AB.
3) Transitiva: Se AB= CD e CD= EF, entdo AB= EF.
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4) Postulado do transporte de segmentos:
Dados um segmento AB e uma semi-reta de origemx#ste sobre esta semi-reta um

Unico ponto B' tal que A'B' seja congruente a AB.



B) Ponto Médio de um segmento
Um ponto M € ponto médio do segmento AB se, e stanam M esta entre A e B e AW

MB.

M € AB e MA=MB

EXERCICIOS:
1. Determine x, sendo M ponto médio de AB:
a) b)
{‘ I'\:_-"I B A l\‘u_"l B
B—m | kT 8 2 @23
2. Determine PQ, sendo AB = 31.:
a) b)
x— 1
P ——2P Q B A P B 2
e T A B e e
3. Determine AB, sendo M ponto médio deAB
a) b)
A M - A M B 5
2x =5 X+ B & x ¥7
ax — b

4. O segmento AB de uma reta é igual ao quintuplsegmento CD dessa mesma reta.

Determine a medida do segmento AB, considerand@maamdade de medida a quinta parte

do segmento CD.



CAPITULO Ill - ANGULOS

[11.1-Definicbes
Chama-se angulo a reunido de duas semi-retas dean@gyem, nao contidas numa mesma
reta (ndo colineares.o espaco compreendido entre duas semi-retas de mesma origem, ou seja,

gue iniciam no mesmo ponto.

AOB = aOb = ab

O ponto O é o vértice do angulo. As semi-retas @Besdo os lados do angulo.

[11.2- Interior do angulo

Interior do angulo AOB é a intersec&o de dois selaros abertos;1 com origem na reta OA
e que contem o ponto BB& com origem em OB e que contem o ponto A.

O interior de um angulo € convexo e 0s pontos desseor sdo pontos internos ao angulo.

A reunido de um angulo com seu interior € um satgular ou angulo completo e também é

conhecido por "angulo convexo".

111.3- Angulos consecutivos
Dois angulos séo consecutivos se, e somente skdende um deles € também lado do outro

(um lado de um deles coincide com um lado do outro)
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AOB e AOC sido AOC e BOC siao AOB e BOC siao

consecutivos consecutivos consecutivos
o

(OA é o lado comum). (OC é o lado comum). (OB é o lado comum).



l11.4- Angulos opostos pelo vértice (0.p.v.)

Dois angulos sdo opostos pelo vértice se, e sonmEteos lados de um deles sédo as
respectivas semi-retas opostas aos lados do outro.

OA e OC s&o opostas, idem OB e OD =>A0B e CODugéstos pelo vértice.

Notemos que duas retas concorrentes determinanpal@s de angulos opostos pelo vértice.

D o

[11.5- Congruéncia e comparacao

A congruéncia (simbole) entre angulos é uma nocdo primitiva que satisazseguintes
postulados:

1°) Reflexiva. Todo angulo é congruente a si mesrhio= a’b.

2°) Simétrica. Se a’b c”d, entdo c & a™b.

3°) Transitiva. Se a’b cd e c"d= e/, entdo a’k e”M.
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4°) Postulado do transporte de angulos.
Dados um angulo AOB e uma semi-reta O'A' de umaplaxiste sobre este plano, e num dos
semi-planos que O'A’ permite determinar, uma Usaai-reta O'B' que forma com 0'A' um

angulo A'O'B' congruente ao angulo AOB.

A
f
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[11.6- Bissetriz de um angulo

a

A bissetriz de um angulo é uma semi-reta internaralo, com origem no vértice do angulo

e que o divide em dois angulos congruentes.

111.7- Angulos suplementares adjacentes
Dado o angulo AOB, a semi-reta OC oposta a serai@ét e a semi-reta OB determinam um
angulo BOC que se chama angulo suplementar adgaoarguplemento adjacente de AOB.
=
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111.8- Angulos: reto, agudo, obtuso.
Angulo reto é todo angulo congruente a seu suplemnadjacente.
Angulo agudo é um angulo menor que um angulo reto.

Angulo obtuso e um angulo maior que um angulo reto.

bA

d

_______ I T

ab é reto ¢d € agudo ef é obtuso

[11.9- Medida de um angulo - amplitude

A medida de um angulo AOB sera indicada por m(AOB).

A medida de um angulo € um numero real positivo@ado ao angulo de forma tal que:

1°) Angulos congruentes tem medidas iguais e, n@c@mente, angulos que tem medidas
iguais sao congruentes.

2°) Se um angulo é maior que outro, sua medidai@r mpae a deste outro.

3°) A um angulo soma esta associada uma medida@ gusoma das medidas dos angulos

parcelas.



rt=a”b + cAd = m(r'*t) = m(a”b) + m(c”d)
A medida de um angulo da-se o nome de amplitudadalo.
Em geral, associa-se um numero a um angulo esteipele a razdo (quociente) entre este

angulo e outro tomado como unidade.

[11.10- Unidades de medida de angulos

Angulo de um grau (I°) é o angulo submdiltiplo setguf0 (noventa) de um angulo reto.
Angulo de um grau = angulo reto / 90, logo um aogeto tem 90 graus (90°).

A medida de um angulo agudo é menor que 90°, etmgae A medida de um angulo obtuso
€ maior que 90°,

A medidaa de um angulo é tal que, 0% 180°

Angulo de um minuto (I) é o angulo submdiltiplo sedo 60 (sessenta) do angulo de um
grau. I' = 1°/ 60, portanto um grau tem 60 miny&gs).

Angulo de um segundo (I") é o angulo submultiplguselo 60 (sessenta) do angulo de um
minuto. 1" = 1'/ 60, logo um minuto tem 60 segun(&is).

Angulo de um grado (1gr) € o angulo submdltiplouselp 100 (cem) de um angulo reto,

portanto o angulo de um grado = angulo reto/ 100

111.11- Angulos complementares e angulos suplemerrss

Dois angulos sdo complementares se, e somentesgmaade suas medidas € 90°. Um deles &
o complemento do outro.

Dois angulos sdo suplementares se, e somentesgmaade suas medidas é 180°. Um deles e

0 suplemento do outro.

111.12- Angulo nulo e angulo raso
Pode-se estender o conceito de angulo para sétegubo nulo (cujos lados sé&o coincidentes)
ou o0 angulo raso (cujos lados sao semi-retas agosta

Entdo, a medida de um angulo é tal que, 8°%a< 180°.



EXERCICIOS:
1. Determine o valor de nos casos:

a) b) c)

2. Se OP e hissetriz de AOB, determine x nos casos:
a) b)

3. Demonstre que as bissetrizes de dois anguleseadps e complementares formam um

angulo de 45°.

4. Dois angulos adjacentes somam 136°. Qual a mediid angulo formado pelas suas

bissetrizes?

5. As bissetrizes de dois angulos consecutivosdorram angulo de 52°. Se um deles mede
40°, qual e a medida do outro?



CAPITULO IV- TRIANGULOS
Conceito — elementos — classificagcéo

Os triangulos séo poligonos de trés lados. Irerassificar os triangulos de duas maneiras:

guanto aos lados e quanto aos angulos.

IV.1- Definicédo

Dados trés pontos A, B e C néo colineares, a reutnd segmentos AB, AC e BC chama-se
triangulo ABC.

Indicacdo: Triangulo ABC AABC, AABC =AB UAC UBC

A
¥

e

B

IV.2- Elementos

Vértices: os pontos A, B e C séo os vérticeadBC.

Lados: os segmentos AB (de medida c), AC (de mdnidaBC (de medida a) sao os lados do
triangulo.

Angulos: os angulos BAC ou A, A*BC ou "B e A*CB #Q s&o os angulos d®ABC (ou
angulos internos daABC).

Diz-se que os lados BC, AC e AB e os angulos “"Ae”B sao, respectivamente, opostos.

IV.3- Interior e exterior

Dado um triangulo ABC, vamos considerar os semgdabertos, a saber:
al com origem na reta BC e que contem o ponto A,

a2 oposto al,

B1 com origem na reta AC e que contem o ponto B,

2 oposto 81,

yl com origem na reta AB e que contem o ponto C,

y2 oposto 1.
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Interior doAABC =al N 1Nyl

O interior de um tridngulo € uma regido convexa.

Os pontos do interior ddABC sdo pontos internos a\BC.

Exterior doAABC =02 U2 Uy2

O exterior de um tridangulo € uma regido concavap@dos do exterior AAABC séo pontos

externos aa\ABC.

IV.4- Classificacéo

Quanto aos lados, os triangulos se classificam em:

Equilateros se, e somente se, tém os trés lados congruentes;

IsOscelese, e somente se, tém dois lados congruentes;

Escalenosse, e somente se, dois quaisquer lados ndo s§oieores.
ANABC equilatero ARST isosceles AMNP escaleno

A R N

B C S T M y P
Quanto aos angulos, os triangulos se classificam em
Retangulosse, e somente se, ttm um angulo reto; = 90°
Acutangulos se, e somente se, tém os trés angulos agud6s; < 9

Obtusangulosse, e somente se, tém um angulo obtuso. > 90°



A B E F 5

MNABC retangulo em 4 ADEF acutangulo RST obtusangulo em S
O lado oposto ao angulo reto de um triangulo retng sua hipotenusa e os outros dois séo

os catetos do triangulo.

IV.5- Definicdo de Congruéncia de Triangulos

A congruénciaé um conceito geométrico. Na geometria, duasdiggéo congruentes se elas

possuem a mesma forma e tamanho. Mais formalmaoiteconjuntos de pontos geométricos

sao ditos “congruentes” se, e somente se, um pEdgasmisformado no outro por isometria,

ou seja, uma combinacao de translacoes, rotacdedlexbes. O conceito associado de

similaridadeadmite uma mudanca no tamanho entre duas figimidares.

£

Um exemplo de congruéncia. As duas figuras a edqu&io congruentes, enquanto que a
Terceira é simimar a elas. A Ultima figura ndo agcaente nem similar as anteriores. Note
que a congruéncia altera algumas propriedades,cten® localizacdo e orientacdo, mas

mantém outras sem modificacdo, como a distancra gontos e os angulos. As propriedades

nao modificadas sao chamadas invariantes.

\| ¢

Um tridangulo é congruente a outro se, e somente éseossivel estabelecer uma
correspondéncia entre seus vértices de modo que:
 Seus lados sédo ordenadamente congruentes assladaoitro e

» Seus angulos sédo ordenadamente congruentesgdssado outro.



IV.6- Casos de congruéncia

A definicdo de congruéncia de triangulos d& todasoadicdes que devem ser satisfeitas para
que dois triangulos sejam congruentes. Essas dmwxl{geis congruéncias: trés entre lados e
trés entre angulos) sao totais. Existem condicOesnmas para que dois triangulos sejam
congruentes. Sao os chamados casos ou critérmmndeuéncia.

1° Caso - LAL - postulado

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentgesadios e o angulo compreendido, entédo
eles sdo congruentes.

Esta proposicdo e um postulado e indica que, se tt@ngulos tém ordenadamente
congruentes dois lados e o angulo compreendidé@pemtlado restante, e os dois angulos

restantes também sédo ordenadamente congruentes.

/

B C B’

0

IV.7- Teorema do triangulo isésceles
"Se um triangulo tem dois lados congruentes, en&@ngulos opostos a esses lados séo

congruentes. “Se um tridngulo é isosceles, os asgld base sdo congruentes.”

/ \\
B { ==
IV.8- 2° caso — ALA

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentdadore os dois angulos a ele adjacentes,

entao esses triangulos séo congruentes.

Os angulos adjacentes ao lado BC séo "B e "C;jaseades ao lado B'C' séo "B' e *C".



B C B’ ¢
Hipdtese Tese

B‘'(1);: BC=BC @2);C=C@) = AABC= AA'B'C

Il
i

(B

Demonstracéo

Vamos provar que BA B'A’, pois com iSso recairemos no 1° caso.

Pelo postulado do transporte de segmentos, obtem@emi-reta B'A' um ponto X tal que
B'X = BA. (4)

(2) BC=B'C'

(1) "B="B'

(4) BA=B'X

— AABC = AXB'C' — B"CAA B*C'X (5)

Da hipotese (3) BACA B*C'A’, com (5) B*CA= B"*"C'X e com o postulado do transporte de
angulos, decorre que B'A' e C'X = C'A' interceptamum Unico ponto X = A'.

De X=A', com (4), decorre que B'A'BA.

Entao:

(BA=B'A', "B="B', BC=B'C')

—AABC = AA'B'C'

—Com base no 2° caso (ALA), pode-se provar a recgpdo teorema do triangulo isésceles:

"Se um tridngulo possui dois angulos congruentadpessse triangulo € isdsceles."

IV.9- 3°caso - LLL
Se dois triangulos tém ordenadamente congruenté€®dados, entdo esses triangulos sao

congruentes.

Hiportese Tese

(AB = A'B' (1), AC = A'C' (2), BC = B'C' (3)) — AABC = AA'B'C’




IV.10- Existéncia do ponto médio

Dado um segmento de reta AB, usando os postuladtamsporte de angulos e de segmentos
construimos:

CAB=D"BA—AC=DB

com C e D em semiplanos opostos em relacao a Bta A

O segmento CD intercepta 0 segmento AB num pontoVéfamos uma sequéncia de

congruéncias de triangulos:

ACAB =ADBA (LAL, AB é comum)
ACAD =ADBC (ALA, com soma de angulos ou pelo caso LLL)
AAMD =ABMC (ALA)

Desta ultima congruéncia decorre que AMM, ou seja, M € o ponto médio de AB.

IV.11- Existéncia da bissetriz
Dado um angulo aOb, usando o postulado do trarespersegmentos obtemos A e A' em Oa

e B e B' em Ob tais que:

OA=0B(1) OA'=O0B'(2)
com OA'> OAe OB'> OB.
Seja C o ponto de intersecédo de AB' com A'B e damemos a semi-reta OC = Oc.

Vejamos uma sequéncia de congruéncias de triandalég. anterior:

AAOB' = ABOA' (LAL, aOb (comum)
AACA' = ABCB' (ALA, angulos adjacentes suptatares, diferenca de segmentos)
AOAC = AOBC (LAL)

Desta ultima congruéncia decorre que AOBOC, ou seja, Oc é bissetriz de aOb.



IV.12- Mediana de um triangulo — definicao
Mediana de um triangulo é um segmento com extrateglaum vértice e no ponto médio do
lado oposto. M1 é o ponto médio do lado BC. AM1mgatliana relativa ao lado BC. AM1 é a

mediana relativa ao vértice A.

IV.13- Bissetriz interna de um triangulo — definic@®
Bissetriz interna de um tridngulo é o segmento, extnemidades num vértice e no lado

oposto, que divide o angulo desse vértice em amalés congruentes.

IV.14- Teorema do angulo externo
Dado umAABC e sendo CX a semi-reta oposta a semi-reta GRgalo é = A*CX
é 0 angulo externo dBABC adjacente a *C e n&o adjacente aos anguloBA e

O angulo é é o suplementar adjacente de ~C.

Um angulo externo de um triangulo é maior que quelqum dos angulos internos nao

adjacentes.

IV.15- 4° caso de congruéncia — LAAO
Se dois triangulos tém ordenadamente congruentdadonum angulo adjacente e o angulo

oposto a esse lado, entdo esses triangulos sanueotes.



B’ ! c
Hipotese Tese

B

1]

B'C'(1),B=8B(2),A=A"Qd) — \ABC = AA'B'C’

IV.16- Caso especial de congruéncia de triangulostangulos
Se dois triangulos retangulos tém ordenadamentgreentes um cateto e a hipotenusa, entao

esses triangulos sédo congruentes.

B B
c : A o s e
Hipotese Tese
A = A’ (retos) (1), AB= A'B’ (2), BC = B'C ) = AABC= AA'B'C
EXERCICIOS:
1. Classifique em verdadeiro V) ou falso (F):
a) Todo triangulo isésceles € equilatero. e) Todo triangulo retangulo é triangulo
b) Todo triangulo equilatero é isosceles. escaleno.

c) Um tridngulo escaleno pode ser f) Existe triangulo retangulo e isGsceles.
isésceles. g) Existe triangulo isésceles obtusangulo.
d) Todo triangulo isOsceles é triangulo h) Todo triangulo acutangulo ou é isosceles

acutangulo. ou e equilatero.

2. Se AAABC é is6sceles de base BC, determine x e y.

4]
>

2= 40‘}—,

B c
2. Se o perimetro de um triangulo equilatero mégben7, quanto mede cada lado?
3. Determine o perimetro do triangulo ABC nos casos

a) Triangulo equilatero comAB =x + 2y, AC=2ye BC =x+y + 3.

b) Triangulo isésceles de base BC com AB = 2x AQB=3x -3 e BC =x + 3.



CAPITULO V- PARALELISMO

Conceitos e propriedades

V.1- Retas paralelas
Duas retas sdo paralelas (simbolo: //) se, e semmnt sdo coincidentes (iguais) ou séo

coplanares e ndo tem nenhum ponto comum.

Sejam a e b duas retas distintas, paralelas olertaona reta concorrente com a e b:

1) té umatransversal de a e b;

2) dos oito angulos determinados por essas rethsados nas figuras acima, chamam-se

angulos

Alternos: 1e 7,2e8,3e5,4e6

Correspondentes: 1e5,2e6,3e7,4e8

Colaterais: 1e8,2e7,3e6,4e5

NOTAS:

12- Com mais detalhes podemos ter:

Alternos: alternos internos: 3e 5,4e 6
alternos externos: 12&/8

Colaterais colaterais internos: 3 e 64 e
colaterais externos: 1, 28 7

22- A congruéncia de dois angulos alternos de wpdces (por exemplo,=7) equivale
a) a congruéncia dos angulos de todos os paresmdéa alternos
{28, 3=5, 4=6);



b) a congruéncia dos angulos de todos os paresgudod correspondentes
€5, 2=6,3=7,4=8); e
c) a suplementaridade dos angulos de todos os pam@daterais
(1+8=2+7=3+6=4+5=180°.

V.2- Existéncia da paralela
Se duas retas coplanares distintas e uma trankdeteaminam angulos alternos (ou angulos

correspondentes) congruentes, entdo essas duasaetparalelas.

Sea =f, entédo a/l b.

V.3- Unicidade da paralela - postulado de Euclides

A unicidade da reta paralela a uma reta dada &tilpdo de Euclides (300 a.c.) ou postulado
das paralelas que caracteriza a Geometria queva#dgemos: a Geometria Euclidiana.

Por um ponto passa uma Unica reta paralela a umdada.

V.4- Condicao necesséaria e suficiente

a=f—allbeallb>a=p

Temos o0 enunciado que segue:

Uma condicdo necessaria e suficiente para duas detintas serem paralelas é formarem

com uma transversal, angulos alternos (ou angolwespondentes) congruentes.

V.5- Angulo externo
Em todo triangulo, qualquer éngulo externo € iguaoma dos dois angulos internos nao

adjacentes a ele.

B C
& é angulo adjacente a G é = A+"B



V.6- Soma dos angulos de um triangulo

A soma dos angulos de qualquer triangulo é igdalis angulos retos.

A

B cC

Considerando as medidas dos angulos, temos:
m(A) + m(*B) + m(*C) = 180°

que representaremos simplesmente por:

A+ /B +7C=180°

NOTAS:

13- Anqulos de lados paralelos

Dois angulos de lados respectivamente paralelos@@jruentes ou suplementares.
Demonstracéo:

Consideremos os angulos de medidas:' adjacentes suplementares e
B ep' adjacentes suplementares (vide figura).

Pelo paralelismo, considerando o angulo auxyliaemos:

o=y p=y—a=p
Dai, vem:' = '
a +p'=180° o' +B =180

22- Tridnqulo Equilatero

Num triangulo equilatero cada angulo mede 60°.

Demonstracéo:



Seja ABC o tridngulo equilatero:

AB =AC =BC

Usando o teorema do triangulo isésceles, temos:
CA=CB—A="B

AB=AC—"B=C — A="B="C.

EXERCICIOS:

1. Sendo a reta a paralela a reta b, determine xasps:

a) b)

2. As retas r e s da figura sédo paralelas. Determmy.

a) b)

r r

5, 60°

3. Determinax+p+y nos casos:

a) b) 3




CAPITULO VI- PERPENDICULARIDADE
Defini¢cdes — angulo reto
Em geometriaperpendicularidade (ou ortogonalidade) € uma nocédo que indica se dois

objetos (retas ou planos) fazem um angulo de 90°.

VI.1- Retas perpendiculares

Duas retas s&o perpendiculares (simbélpse, e somente se, sdo concorrentes e formam
angulos adjacentes suplementares congruentes ealguama das semi-retas de a de origem
P e bl, e b2 sdo semi-retas opostas de b com oegeR

Duas semi-retas sdo perpendiculares se, e sonegréstdo contidas em retas perpendiculares
e tém um ponto comum.

VI.2-Retas obliquas
Se duas retas sdo concorrentes e ndo sao pergareicdiz-se que essas retas sdo obliquas.

5

/ P
Existéncia e unicidade da perpendicular

12 Parte

Num plano por um ponto dado de uma reta dada pasaalnica reta perpendicular a reta
dada. Ou,

Num plano, por um ponto P de uma reta r existe imiza retas perpendicularar.



V1.3- Existéncia
Utilizando o postulado do transporte de angulosnels r1 uma das semi-retas de r de origem

P, construimos, num dos semiplanos dos determirgas o angulo s1™prl congruente a um
angulo reto.

8-

P

VI.4- Unicidade
Se duas retas distintas x e Y, corg X, passando por P fossem ambas perpendiculares a r
teriamos:
Com as semi-retas Px1 de x e Pyl de Y situadasnmesmo semiplano dos determinados por
r e com Prl semi-reta de r, vem:
x L rem P— r1P”x1 é congruente ao angulo reto.
Y L r em P— r1P*y1 é congruente ao angulo reto.
Se Px1 é distinta de Pyl, o resultado acima é wurdb, de acordo com o postulado do
transporte de angulos.
Logo a reta perpendicular a r por P € Unica.
% /
r A7

VI.5- Altura de um triangulo

Altura de um tridngulo é o segmento de reta peiipatad a reta suporte de um lado do
tridangulo com extremidades nesta reta e no véopiosto ao lado considerado.



a

H1 é a intersecdo da reta BC com a perpendicidha, @onduzida por A.
AH1 é a altura relativa ao lado BC, ou AH1 é aralttelativa ao lado a, ou ainda AH1 é a
altura relativa ao vértice A. H1 também é dito péatlura.

VI.6- Mediatriz de um segmento

A mediatriz de um segmento é a reta perpendicolaegmento pelo seu ponto médio.

Projecdes e distancia

VI.7- Projecao de um ponto sobre uma reta

Chama-se projecao ortogonal (ou simplesmente @ojege um ponto sobre uma reta ao
ponto de intersecdo da reta com a perpendicular @aduzida por aquele ponto.

P' é a projecdo de P sobre r. Pt e PPN r = p'

P' e o pé da perpendicular a reta r conduzida.por P

SePlr entdo P'=P.

VI.8- Projecdo de um segmento sobre uma reta
A projecdo de um segmento de reta AB ndo perpeladieuuma reta r sobre esta reta e o
segmento de reta A'B' em que

A' é a projecao de A sobre r e B' e a projecao delise r.




V1.9- Se duas retas distintas sao paralelas, os gos de uma delas estéo a igual distancia
(sdo equidistantes) da outra.

De fato, sendo r e s duas retas paralelas e distittmando dois pontos distintos Ae Bemr,

vamos provar que d as = d bs

A B T A B r

7] 1 .
-

V1.10- Propriedade dos pontos da mediatriz
Usando o caso LAL de congruéncia de triangulosepux$ provar que:

Todo ponto da mediatriz de um segmento € equidestias extremidades do segmento.

m

g

A ]




CAPITULO VII- AREAS DE SUPERFICIES PLANAS
Areas de poligonos

VII.1- Paralelogramo

Dado o paralelogramo P(b, h), ele é equivalentenaratangulo cuja base mede b e altura
mede h. Logo:

//'/ L

Ap=Ar — Ap=b*h

VII.2- Triangulo

Dado o triangulo T(b, h), ele é equivalente a umalgpiogramo cuja base mede b e altura
mede h/2. Logo:

3/ /

-1 b - - b -

At=b*h/2

NOTA:

Area do triangulo equilatero de lado a. Um tridogedjuilatero de lado a tem altura hv3&
e sua area S é entdo:

S=1/2*a*al3/2 — S=a*al3/4

VII.3- Trapézio
Dado o trapézio Tra (b1, b2, h), ele é a soma detdangulos T1 (b, h) e T2 (b2, h).



- — b'l -

At=b1*h/2 +b2*h/2  — At = (b1+b2)*h/2

VIl.4- Losango

Dado o losango L(d1,d2), conduzimos as diagongisles vértices, as paralelas as diagonais.

Al = d1*d2/2
NOTA:

O losango é paralelogramo e portanto sua area tarélmiada por: Al = b*h

VII.5- Poligono regular

Sendon = numero de ladosn medida do ap6éteméamedida do lado; p semiperimetro.



e

Y
/ \

VoV,

Seja um poligono regular de n lados de medidassigulee de apdtema de medida m.
Podemos decompor esse poligono em n trianguloasiel ke altura m. Entéo:

Apol = n*At

At = I*m/2 — Apol = n**m/2

Sendo n*l = 2p (perimetro), vem:

Apol = 2*p*m/2 — Apol = p*m

Nota

Area de um hexagono regular de lado a.

Um hexégono regular de lado a é a reunido derggulés equilateros de lado a.

Sendo S = a*B3/4 a area do tridngulo temos:

"l.\'!i'."'...if-!l.i.'ll' ™% 6 ! S —— ‘ﬁ‘":'u:'

p— A = = ﬂ:

hexdgono 9




EXERCICIOS:
1. Determine a &rea dos poligonos nos casos alserdp o metro a unidade das medidas
indicadas.

d) losango ¢) guadrado f) losango

g) trapézio h) paralelogramo i)

1)

2. Determine a area do triangulo nos casos a seguido o metro a unidade das medidas.

a) b) c)

12 8

€) f)

60° 12




C) Como mostra o desenho, o triangulo ABC estéa dividith seis triangulos. O numero
indicado no interior de quatro deles expressa asem Determine a area do triangulo
ABC.

‘ 40 |30
B

A &rea do circulo é o produto de seu semiperinpstimraio.

VII.6- Area do circulo

A = 7R - R = #R?

Entdo:

A-= 7+ R? ou A :‘:?(

VII1.7- Area do setor circular

Notemos que, quando dobramos o arco (ou anguloatemtobra a area do setor; triplicando-
se 0 arco (ou angulo central), a area do setoré&amd triplicada, e assim por diante. De
modo geral, a area do setor é proporcional ao dorepto do arco (ou a medida do angulo

central). Portanto, a area do setor pode ser ealaydor uma regra de trés simples:




a) Area de um setor circular de raio

R e a radianos

27 rad — 7R?
arad — A

|
)

8107

aR?

A\-l:l('lr = 2

b) Area de um setor circular de raio

R e a graus

360° — wR*

a® A

A

| =

sC1oT

_ =xR’a

R 7

¢) Area de um setor circular em fung¢do de R e do comprimento {do arco

27R — 7R?
f— A

| =

SCLOT

xR
Am.-lalr = 2

VI1.8- Area do segmento circular
Célculo da area do segmento circular indicad

central e | é o comprimento do arco.
Asegm

a) Usando o /& (que pode ser ob-
tido no AOBC)

= Ajioan — Aa OAR

IR Rh
A =5" T
— | Aem=(-B

b) Usando « em radianos

_ aR?
segm 2

A 2

—LR-Rsenaf

ogardi R € o raim é a medida do angulo

RI

2

(¢ — sen o)

Asym




VI1.9- Area da coroa circular

Agca = TR*— 712 => A .. =m(R*—1) |

Razao entre areas

VII.10- Razao entre areas de dois triangulos semedhtes.

Area do tridngulo ABC = S, Area do tridngulo A’'B'C' = S,
Py P b, h, —— )
AABC — AA'B'C' = 5 = o = k (razao de semelhanca)
L b,
S - By JEL_L k—k3=r8'—k~
% 1l4up B by ¥ 8
= aHh :

Concluséao A razéo entre as areas de dois triangulos semtekha@ igual ao quadrado da
razéo de semelhanca.
EXERCICIOS:

1. Determine a area da coroa circular nos casos:

a)

2. Determine a area de cada setor circular sombneaslcasos abaixo, sendo 6m o raio.



a) b)

(-

10 m

3. Determine a area da regido sombreada nos casos:

a) quadrado de lado & m b) hexdgono regular de lado 6 m
¢) tridngulo equildtero de lado d) quadrado de lado & m
12m
e) hexagono regular de lado /2 m f) tridngulo equildtero de 6 m de
lado

O2RYo\

4. Nas figuras abaixo, determine a area hachusatao AB igual a 20 cm.

a) b)

i/
o i I

F74
X T o B AT @ B B



GLOSSARIO

Em alguns tridngulos, paralelogramos ou trapéaibtsia € um segmento de reta desenhado a
partir de um vértice, perpendicularmente ao ladostipa ele. Esse lado oposto chama-se
base.

Altura : nome dado a alguns comprimentos

Base:no retdngulo base € o lado que néo é considelanla.a

altura

base

Num tridngulo ou paralelogramo basdado perpendicular a altura.

Centro: ponto no interior de uma circunferéncia ou esfecgiidistante de todos os pontos
dela.

Circulo: porcéao de um plano limitada por uma circunferéncia



Circunferéncia: curva plana, fechada, cujos pontos estdo todossan distancia de um
ponto interior, dito Centro.

Diagonal: segmento de reta que liga dois vértices de ungqud, os vértices ndo podem
ser vizinhos.

O segmento AB é uma diagonal do losango.

Equilatero: o prefixo "equi” indica igualdade, um poligonoquiatero se todos os lados
forem iguais.

Geométria: palavra de origem Grega formada por Geo (terragtia (medida). Ha 5000
anos, era a ciéncia de medir terrenos, seus peosnetsuas areas. Com o tempo, tornou-se a

parte da matematica que estuda figuras como rdt&mgubos, esferas, etc.

Perimetro: medida do contorno de uma figura geométrica planaeja, soma de todos os
lados).

Raio: segmento de reta que vai do centro a um pont@ugeiatia circunferéncia.

Vértice: ponto comum a dois lados de um angulo, a doissldéaum poligono ou a trés ou

mais arestas de uma figura espacial.
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